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Resume 

On s’interesse a I’espace de twisteurs reduit d’une variete presque her¬ 
mitienne, en relisant un article de N.R. O’Brian et J.H. Rawnsley |24) . On 
traite la question laissee ouverte de la dimension 6. Get espace est muni 
d’une structure presque complexe J en utilisant la distribution horizon- 
tale de la connexion hermitienne canonique. On montre qu’une condition 
necessaire d’integrabilite de J est que la variete soit de type Wx © W 4 
dans la classification de Gray et Hervella m- Dans la deuxieme partie on 
montre alors que les seules varietes de type Wi © W 4 en dimension 6 sont 
les varietes localement conformement « nearly Kahler ». Finalement la 
structure presque complexe de I’espace de twisteurs reduit est integrable 
si et seulement si la variete est localement conforme a la sphere S'® ou a 
une variete kahlerienne, Bochner-plate. 


Introduction 

La theorie des twisteurs inventee par R. Penrose (voir Particle fondateur |23j) 
est un moyen d’utiliser les techniques efhcaces de la geometrie holomorphe pour 
resoudre des problemes de geometrie riemannienne ou pseudo-riemannienne. 

Soit M une variete de dimension paire m = 2n. On part d’une variete com¬ 
plexe Z, donnee avec une submersion a fibres complexes tt : Z ^ M. On associe 
a tout point j de Z un endomorphisme de carre -1 de (ou a toute section, 

une structure presque complexe de M) en transportant la multiplication par i 
de TjZ par Pisomorphisme dependant du point (7r*)j : TjZ/Vj —>■ , ou 

V est la distribution verticale. Soit Z le fibre de M dont la fibre au-dessus de x 
est Pensemble des endomorphismes de carre -1 de T^M. On note ttq : Z —> M la 
projection canonique. On a done une application (p de Z dans Z, preservant les 
fibres. D’autre part, il est connu que Z^ = nQ^{x) est isomorphe en tout point 
a Pespace symetrique hermitien GL{m,R)/GL{n,C) et admet par consequent 
une structure presque complexe naturelle integrable. Alors on demande que (p 
soit injective et que pour tout x G M \a restriction de p a Zx soit une injection 
holomorphe. Dans ce cas, Z est appele un espace de twisteurs complexe de M. 

Reciproquement, pour obtenir un espace de twisteurs complexe sur M, on 
prend Z une sous-variete de Z telle que la restriction de tto a Z est toujours 
une fibration et pour tout x G M, Zx est une sous-variete complexe de Zx- On 
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construit une structure presque complexe J sur Z, en se servant d’une section 
de la suite exacte 

^TZ ^ TZ/V 0 

donnee d’habitude par une connexion sur M. Alors Z est un espace de twisteurs 
complexe, avec ip I’injection canonique, si et seulement si J est integrable. 

Le parfait exemple d’une telle situation est la fibration a fibres CP^ de I’es- 
pace projectif complexe CP^ sur la sphere dont les vertus furent decouvertes 
par Atiyah, Hitchin et Singer dans |Tj. Les memes auteurs ont cherche une gene¬ 
ralisation aux varietes riemanniennes de dimension 4, en posant a priori que Z 
est la sous-variete de Z constituee des structures presque complexes compatibles 
avec la metrique. Cela peut d’ailleurs etre fait en dimension paire superieure 
mais des la dimension 6 la condition obtenue pour I’integrabilite de J est que 
la variete soit conformement plate tandis qu’en dimension 4 elle a lieu pour 
toute la riche classe des varietes auto-duales, en raison d’une singularity de la 
decomposition en composantes irreductibles, en m = 4, de la representation de 
SO(m) sur I’espace des tenseurs de courbure riemannienne abstraits. 

O’Brian et Rawnsley [24] regardent, eux, des espaces de twisteurs associes 
a une G-structure et une G-connexion. Le cas originel correspond bien sur a 
G = SO{m) et la connexion de Levi-Civita. Ils se sont particulierement in- 
teresses au cas ou G = P(n). A leur suite, on considere une variete presque 
hermitienne (M, g, Jq). On demande que les sections de Z soient compatibles 
avec g et commutent avec Jq et on a besoin pour construire J d’une connexion 
hermitienne V. Les conditions d’iifiegrabilite rappelees section 2 portent alors 
non seulement sur la courbure de V mais sur sa torsion, qui n’est pas nulle en 
general. Par ailleurs on montre section 3 qu’on peut sans perte de generality 
pour notre probleme choisir la connexion hermitienne canonique V. 

En dimension superieure a 10, J est integrable si et seulement si la variete est 
localement conforme a une variete kahlerienne (LCK) dont le tenseur de Bochner 
est nul. Cette classe de variytbs prbsente elle-meme un grand intbret. Leur btude 
difficile est abordbe par exemple dans [4] (voir aussi [IHI)- On s’intbresse ici a 
la dimension 6 . On montre que les conditions imposbes a la torsion sont moins 
strictes en cette dimension puisque outre les varietes LCK, toutes les varietes 
de type Wi © W 4 dans la classification de Gray-Hervella [14| les satisfont. Parmi 
celles-ci on trouve en particulier les varietes strictement « nearly Kahler » (NK). 
Mais la forme de la courbure de ces dernieres est si particuliere en dimension 
6 que les conditions imposbes a celle-ci (proposition [TS]) ne laissent finalement 
que la sphere S'®. 

Or on montre, section 5, que 

Theoreme 1. Les varietes presque hermitiennes de type WiOlKr en dimension 
6 sont localement conformes a une variete NK. 

Ce theoreme et la discussion precedente permettent de conclure, compte- 
tenu de I’invariance conforme de I’espace de twisteurs rbduit et de sa structure 
presque complexe : 
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Theoreme 2. Soient M une variete presque hermitienne de dimension 6 , Z 
son espace de twisteurs reduit, J la structure presque complexe sur Z associee 
d la connexion hermitienne canonique : J est integrable si et seulement si M 
est localement conforme a une variete kahlerienne Bochner-plate ou a la sphere 

munie de sa structure NK. 

L’article est organise en deux parties, correspondant aux deux theoremes 
principaux[T]et[2l quasiment independantes. La resolution complete du probleme 
souleve dans la premiere partie a motive I’ecriture de la seconde partie. 

La methode utilisee a la section 5 s’inspire de I’etude des varietes NK de 
dimension 6. A. Gray a montre dans [I^ que celles-ci sont soit kahleriennes, 
soit strictement NK (SNK). Dans le dernier cas elles admettent une reduction 
naturelle a SU{3). C’est de tenir toujours un meilleur compte de cette struc¬ 
ture SU{3) que sont venus les derniers resultats les concernant. D’abord Reyes- 
Carrion |25j a montre que la connexion hermitienne canonique etait en fait une 
connexion SU{3). Puis il a decouvert, ce que Hitchin a rendu explicite dans 
|18) . que toute I’information pour la structure SU{3), y compris la metrique et 
la structure presque complexe, est comprise dans la donnee de deux formes : la 
forme de Kahler uj et la forme volume complexe 'h (ou dans ce cas la differen- 
tielle de la forme de Kahler dtu), ce qui permet de caracteriser les varietes SNK 
en dimension 6 par une equation differentielle simple portant sur la structure 
SUi3). 

Id on s’interesse a d’autres varietes presque hermitiennes de dimension 6 
qu’on appelle speciales c’est-a-dire a d’autres structures U (3) qui induisent une 
structure SU{3) sur la variete par I’intermediaire de duj. Salamon, Chiossi [8], 
prolongeant le travail de Gray, Hervella ont classifie les varietes SU{3) en consi- 
derant la torsion intrinseque. Celle-ci est donnee par la decomposition en types 
de duj, d'h. Les varietes Wi 0 W4 sont alors caracterisees par deux equations 
differentielles portant notamment sur la forme de Lee 9 et on pent montrer que 
celle-ci est fermee, c’est-a-dire represente localement (par le lemme de Poincare) 
un changement conforme de metrique par lequel la variete est issue d’une variete 
NK. 

Section 6, vue I’invariance conforme de la definition de I’espace de twisteurs, 
reduit ou non, on reformule les resultats de la section 5 en considerant des 
varietes presque hermitiennes conformes. On laisse ouverte la question de savoir 
si un theoreme tel que [T] a lieu en toute dimension et pour d’autres classes 
de varietes presque hermitiennes, stables par transformation conforme. Cette 
question est liee a I’existence des varietes de type Gi, G 2 de Hervella, Vidal 
m- On donne seulement, section 7, un resultat d’existence locale de varietes 
de type Wi 0 W 2 0 W 4 de dimension 6 non localement conformes a des varietes 
de type Wi 0 W 2 . 


1 Preliminaires 

On souhaite donner ici quelques definitions generates et quelques resultats 
simples ou classiques sur les varietes presque hermitiennes. 
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D’abord fixons quelques notations. Soient M une variete de dimension m et 
GL{M) le fibre principal sur M de groupe GL(m) (le fibre des reperes). Les 
representations de GL{m) fournissent des fibres associes de GL{M), les fibres 
de tenseurs de M, parmi lesquels : TM, le fibre tangent on les fibres exterieurs 

AP. 

Maintenant, si M est une variete riemannienne orientee, on a une premiere 
reduction de GL(M) a SO{m) : soit SO(M) le fibre des reperes orthonormes 
directs de M. On note so{M) son fibre adjoint c’est-a-dire le fibre des endomor- 
phismes antisymetriques de TM. Plus generalement, soient G un groupe de Lie, 
G C SO{m), d’algebre de Lie et I’orthogonal de g dans so(m). On suppose 
que M admet une reduction a G, c’est-a-dire qu’il existe un sous-fibre principal 
G{M) de groupe G de SO{M). Alors on note g(M) le fibre adjoint de G{M). 
De meme g^(M) designera le fibre associe a la representation g^ de G. 

Dans cet article on considere des varietes presque hermitiennes. Une telle 
variete est definie en dimension paire m = 2n par une reduction du fibre des 
reperes a U{n), notee U{M), ou autrement par une metrique g et une structure 
presque complexe J, orthogonale, 

WX,YgTM, giJX,JY)=giX,Y), 
definissant une 2-forme oj, appelee forme de Kahler : 

yx, Y e TM, UJ(X, Y) = g{JX, Y) 

Soit C T'^M le sous-fibre des vecteurs complexes de type (1,0) par rapport 
a J. De meme, soit le fibre des vecteurs de type (0,1). Autrement dit, quel 
que soit x S M, Tf’'^ (resp. T)?’^) est le sous-espace propre (complexe) de Jx pour 
la valeur propre i (resp. —i). Le tenseur de Nijenhuis N mesure I’integrabilite 
de la structure presque complexe J ou de la distribution r^’°. II est defini, en 
vertu du theoreme de Frobenius, par 

yx, Y G TM, N{X, Y) + iJN(X, Y) = yLOjo.i^ 

ou pour tout X G T'^M, X^'^ = ^{X — iJX) et X^^ = ^{X + iJX) desi- 
gnent les projections de X sur r^’°, respectivement. Soit done {M,g,J) 

une variete presque hermitienne. Le fibre u(M) (resp. u(M)-‘-) est le fibre des 
endomorphismes antisymetriques deTM qui commutent (resp. anticommutent) 
a J. 

On rappelle aussi que pour tout fibre principal P il existe une action naturelle 
du fibre interieur sur les fibres associes. En particulier - si P est un sous-fibre 
de GL{M) - sur les fibres de tenseurs. II existe aussi une action derivee du fibre 
adjoint. On note <I>s (resp. A.s) Taction d’un automorphisme vertical $ de P 
(resp. d’une section A du fibre adjoint) sur un champ de tenseurs s. On souhaite 
expliciter cette action dans le cas on s est un tenseur de type (2,1) : quels que 
soient X,Y,Z G TM, 


$s(a:, y) = $(s($"^a:, $"^r)) 
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A.s{X, Y) = As{X, Y) - s{AX, Y) - s{X, AY) 

Or la structure presque complexe J peut-etre vue alternativement comme un en- 
domorphisme orthogonal de TM ou comme un endomorphisme antisymetrique, 
c’est-a-dire une section du fibre adjoint 5 o{M). Par consequent, elle pent agir 
de ces deux fagons et puisque = —Id, 

Js{X, Y, Z) = j{s{JX, JY)) 

Les representations d’un groupe, ici U(n), interviennent dans la construction 
des fibres associes. On utilise la notation de Salamon [26]. Soit V un espace 
de representation complexe. On dit que V est de type complexe si V n’est pas 
isomorphe a son conjugue V. Alors |V"] designe simplement I’espace vectoriel (ou 
I’espace de representation) reel sous-jacent. Au contraire V est dit de type reel s’il 
admet une structure reelle, soit un endomorphisme de carre 1 anticommutant 
a i. En particulier V ^ V. Alors on note [E] le sous-espace propre de cet 
endomorphisme pour la valeur 1. II s’agit d’un espace vectoriel reel qui admet 
V comme complexification : E ~ [E] (g)R C. Selon les cas on a done dimR^E]] = 
2dimcE ou dimR[E] = dimcE. De plus on note [[V] ou [V] le fibre associe de 
U{M) correspondant. 

L’exemple fondamental pour nous est I’espace des formes de type {p, q). On 
salt que I’intersection de cet espace avec les r-formes reelles {r = p + q) est 
nulle si p^ q. En revanche 0 X’^’^ est la complexification de I’espace 

des formes reelles de type {p, q) -\- {q,p). De I’autre cote sip = q on a. directement 
que XP’P est la complexification de [A^’^]. 

Pour une variete riemannienne, la metrique fournit un isomorphisme SO{m)- 
invariant des deux fibres so{M) et A^. Pour une variete presque hermitienne 
{M,g,J) on a en outre les isomorphismes ?7(n)-invariants : 

u(M) ~ [A^’i] et u(M)^ - 

Soit V la connexion de Levi-Civita de g. Gray et Hervella [14] regardent la 
derivee covariante de la forme de Kahler Vw. C’est une section de 0 [A^’^J. 
En effet = —Id implique 

(VxJ)J0 J(VxJ) = 0 (2) 

done V J est une section de A^0u(M)-*-. On pent voir ce tenseur comme le defaut 
pour M d’etre kahlerienne. En vue de classifier les varietes presque hermitiennes 
Gray et Hervella decomposent A^ 0 [[A^’°| sous Taction de U(n) : 

A10[[a 2'°] = IAi’° 0 A^'O] © |A°'i 0 A2’°] 

= IAi’° 0 A^'OJ © [[A^.i] 

II existe un sous-espace , [/(n)-invariant tel que 

A^’° 0 A^’° ~ X^’° © 


5 


Alors 

® |A2'°1 ~ 0 0 ixlp 0 A' (3) 

est la decomposition en composantes irreductibles de la representation de U(n) 
en dimension superieure on egale a 6 . Pour une demonstration, on se reportera 
a [O] en identifiant, avec les notations des auteurs 

W 2 ^iU% et 

En dimension 4, Wi, W 3 sont reduits a {0}. La meme decomposition est calculee 
par Falcitelli, Farinola, Salamon El en se servant de I’algorithme de decompo¬ 
sition des produits tensoriels expose au chapitre 6 de |26] (figure 6.5). C’est 
egalement la procedure suivie dans cet article pour obtenir les decompositions 
donnees sans demonstration a la section 4 (la preuve complete est developpee 
au chapitre 2, section 3 de 0). 

Au lieu de demander que la premiere derivee de to satisfasse certaines condi¬ 
tions, on demandera, dans ce langage, que Vw prenne ses valeurs dans certains 
sous-espaces invariants definis par |[3]) : 

Definition 1.1. Soit I C { 1 , 2 , 3,4}. Ou Qppellc vttrictc dc type unc 

variete presque hermitienne {M,g,J) telle que la derivee covariante pour la 
connexion de Levi-Civita de la forme de Kdhler Vuj est une section du fibre 
©zG/ Wi C 0 De plus, on appelle classe ©^g/IPi I’ensemble de ces 

varietes. 

Pour information et pour exemple, la classe W 30 IP 4 est la classe des varietes 
hermitiennes, et W 2 est la classe des varietes symplectiques. Comme on voit, 
I’intersection de ces deux classes est formee de varietes verifiant Vw = 0 ce qui 
correspond a la definition alternative des varietes kahleriennes : la differentielle 
de la forme de Kahler et le tenseur de Nijenhuis sont nuls en meme temps. On 
verra section 5 une interpretation utile des composantes de Vuj en fonction de 
N, duj (voir figure 1). 

On definit la connexion hermitienne canonique V par 

Vx = Vjf - i J(VxJ) (4) 

On verifie que VJ = 0. En outre quel que soit X S TM, 

Sx=Xx-Vx = ljpxJ) (5) 

anticommute a J a cause de |[2|). La connexion V est en fait I’unique connexion 
hermitienne ayant cette propriety. En effet si V est une autre connexion hermi¬ 
tienne, Vx — Vx commute a J quel que soit X e TM. On pent done toujours 
decomposer 


V - V = (V - V) + (V - V) 
Ai0so(M) = Ai0u(M)^ 0 Ai0u(M) 
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( 6 ) 


Cette propriete caracterise la connexion intrinseque de la structure U{n), definie 
pour toute G-structure, G C SO(m). Le tenseur S = V — V est appele (par 
abus de langage) torsion intrinseque de la structure U{n). En effet, pour une 
connexion metrique V, I’application qui a 5 = V — V associe la torsion T : 

T{X,Y) =SxY -SyX 

est un isomorpliisme. Maintenant, S est envoye sur Vw par un isomorphisme 
{7(n)-invariant. On pent done aussi regarder les composantes de ce tenseur dans 
la decomposition ([3]). Par la, la decomposition de Gray-Hervella peut-etre ge- 
neralisee a toute G-structure. Les articles [HlEn] seront cites dans la suite pour 
le cas G = SU{n) (le premier seulement pour G = SU(3)). On mentionne 
egalement sur ce sujet Particle anterieur [3] de Bor, Hernandez Lamoneda. 


Premiere partie 

2 L’espace de twisteurs reduit et sa structure presque 
complexe 

Soit Z{n) I’ensemble des endomorphismes unitaires de carre — 1 de C”. Un 
element J de Z{n) a I’inverse J~^ — *J mais aussi, puisque = —1, J~^ = —J 
d’ou J -I- ‘J = 0. Par cette remarque, Z{n) est I’intersection U{n) 0 u(n) du 
groupe unitaire et de son algebre de Lie. La donnee d’un tel endomorphisme dia- 
gonalisable est equivalente a la donnee d’un couple de sous-espaces complexes 
orthogonaux (F, ), les sous-espaces propres de J pour les valeurs propres i et 

—i. En classant suivant la dimension p de F, on voit que Z(ji) a plusieurs com¬ 
posantes connexes, chacune isomorphe a une Grassmanienne complexe 5p(C"). 

Le groupe U{n) agit transitivement par 

{9,J) gJ9~^ 

sur chaque composante connexe qui s’identifie ainsi a I’espace homogene U (n) /U(p) x 
U{n — p). En particulier la composante correspondant a p = 1 est isomorphe 
a En revanche, on elimine les composantes singulieres correspondant 

a la multiplication par i et —i de C". De plus Z(n) est muni d’une structure 
presque complexe canonique 17(n)-invariante notee Gn, donnee par la multipli¬ 
cation a gauche par J sur chaque espace tangent TjZ{n), identifie a I’ensemble 
des endomorphismes de u(n) qui anticommutent a J (cf [24)1. 

Definition 2.1. Soit iM,g,Jo) une variete presque hermitienne de dimension 
m = 2n (NB : par economie de notation, on appelle Jq, dans cette partie, la 
structure presque complexe de la variete). L’espace de twisteurs reduit Z de M 
est le fibre associe du fibre principal U{M) pour I’action de U{n) sur Z(ji). 

Cette definition prend place dans un cadre tres general. II s’agit d’un cas 
particulier d’une construction naturelle d’espaces de twisteurs sur des G-varietes 
utilisee dans jH 125 (voir aussi [7] pour le cas des espaces symetriques). 
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Le sous-fibre vertical Z (tangent aux fibres) est muni d’un endomor- 
phisme de carre —1 copie sur Jn- 

On adopte les notations suivantes : j designe toujours un point de tt : Z ^ 
M est la projection canonique et a: = 7r(j). Bien sur on pent voir j comme un 
endomorphisme de carre — 1 de T^M, commutant avec (Jo)a; et compatible avec 
gx- Alors est la multiplication a gauche par j dans Z. D’un autre c6te 
on notera par une majuscule, J, une section de Z, globale ou locale, c’est-a-dire 
une structure presque complexe sur M ou un ouvert de M . ^ 

Toute connexion sur U{M), c’est-a-dire toute connexion hermitienne V de- 
finit une connexion sur Z. On note H C TZ \a distribution horizontale corres- 
pondante. Elle permet de completer en une structure presque complexe J 
sur Z en demandant que la restriction de JZ a Hj, pour tout j S Z, soit le releve 
de j lui-meme, vu comme structure presque complexe sur TxM. 

Maintenant si on utilise une autre connexion V, on obtient une structure 
presque complexe a priori differente . On note 

?7x = Vx - Vx, 


pour tout X £ TM. 

Proposition 2.2. Deux connexions hermitiennes definissent la meme struc¬ 
ture presque complexe sur I’espace de twisteurs reduit Z si et seulement si leur 
difference verifie 

[vjx, J] = J['nx,J] (7) 

pour tout vecteur X et toute section J de Z, c’est a dire toute structure presque 
complexe sur M commutant avec Jq. 

Demonstration. Soit U un vecteur tangent a Z en j. On appelle X = 7r,(17) sa 
projection sur TxM. Alors il existe une section locale J de Z telle que Jx = j, 
J*{X) = U. Par definition de la derivee covariante 

U = MX)=XxJ + X 

ou X designe le releve horizontal de X dans Hj. Cette decomposition est en 
outre la decomposition de U en sa partie verticale et sa partie horizontale, qui 
sert a calculer JU. Mais de meme U = XxJ + X ouA' est le releve de X dans 
H, I’espace horizontal associe a V. D’ou on deduit premierement que 

X = X + XxJ - XxJ = X+ [gx,J] 

Puis _ 

JU = J^{XxJ) + JX, J'U = J^{XxJ) + 7x 

On trouve que deux connexions V et V definissent la meme structure presque 
complexe si et seulement si leur difference verifie 

[vjx, j] = J^lvx, J] 

Ce n’est rien d’autre que 0, par definition de J^. □ 


On pent reecrire ([71) sous une autre forme. Pour cela, on complexifie I’espace 
tangent et tons ses espaces de tenseurs et on etend rj a T'^M par C-linearite. 
Comme on I’a vu dans les preliminaires, chaque vecteur X G T^M pent etre 
decompose suivant les sous-espaces propres T^’°, de Jq en chaque point : 
X = II pent aussi etre decompose suivant les sous-espaces propres 

de J. Soit X^j^ = — iJX), dans cette partie, la projection de X sur 

le sous-fibre des vecteurs de type (1,0) par rapport a J. De meme, on note 
X^j^ = ^{X + iJX) la projection sur . La condition donnee a la proposition 
12.21 neut alors etre remplacee par 

ivxyyj’y/ = 0 ( 8 ) 

Cette derniere equation est elle-meme equivalente a 

{ \/'0) 1 \ 1 lO 

)j =0 


car rj est un tenseur reel. 


Une question naturelle maintenant est I’integrabilite de J, en fixant une 
connexion, ou une classe d’equivalence de connexions definie par ([8]). Berard 
Bergery et Ochiai [2] ou O’Brian et Rawnsley [25 ont donne la reponse sous la 
forme d’equations portant sur la torsion T et la courbure i? de V. 

Proposition 2.3 (Berard Bergery, Ochiai). La structure presque complexe J 
de I’espace de twisteurs reduit Z associee a la connexion hermitienne V est 
integrahle si et seulement si 

T(x7,y]’°)°yi = 0 (9) 

et ^ 

pour tous vecteurs X,Y,Z G T'^M et toute structure presque complexe J corn- 
mutant avec Jq. 

Remarque. A noter la ressemblance entre m ou m et m- En ejfet (0) cor¬ 
respond a I’annulation de la partie horizontale du tenseur de Nijenhuis Af de 
J. Quant a m elle est liee a sa partie verticale. En ejfet, si U, V sont deux 
champs de vecteurs tangents a Z, la projection sur Z du crochet [U, V] au 
point j ne depend que de Uj, Vj et vaut [Rx,Y,j], oit X = etY = 7r*(U). 

3 Resolution des equations portant sur la torsion 

On s’attache premierement a resoudre I’equation portant sur la torsion, c’est- 
a-dire qu’on cherche des conditions necessaires pour que, une connexion hermi¬ 
tienne V etant fixee, la structure presque complexe associee J soit integrable. 
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On a vu que J agit en tant que section du fibre adjoint so{m) sur les espaces 
de tenseurs, en particulier sur I’espace des tenseurs de type torsion par 

J.T{X, Y) = JT{X, Y) - T{ JX, Y) - T{X, JY) 

Comme J est diagonalisable, avec les valeurs propres i et —i sur TM, il Test 
encore sur ® TM avec les valeurs propres (c’est a dire i + i + i), —3i, 
i{= i + i — i) et —i. Soit T un vecteur propre pour la valeur propre —3*. 

JT(A, Y) - T{JX, Y) - T{X, JY) = -3iT{X, Y) 

On voit que JT{X^/°, Yj’°) = -iT{X^y°, Yj'°) c’est-a-dire T{X^/°, Yj’°) e T°y\ 
De meme on pent montrer que T^X^^,Yj'^) € si T est un vecteur propre 
pour la valeur propre —i, et T{Xy ,Yj’ ) = 0 si T est un vecteur propre pour les 
valeurs propres 3i ou i. Par consequent, pour un tenseur quelconque T, est 
equivalente a I’annulation de la composante de T suivant le sous-espace propre 
de J associe a —3z. De meme, I’equation conjuguee, 

= 0 ( 11 ) 

correspond a I’annulation de la composante dans le sous-espace propre pour la 
valeur propre 3i. Finalement ([9]) et cu sont les equations de la somme directe 
des sous-espaces propres pour les valeurs propres i et —i. 

Maintenant, pour que la partie horizontale de J\f soit nulle, par la proposi¬ 
tion [231 T doit verifier ces equations quel que soit J commutant avec Jq (pour 
un tenseur reel en effet, I’une de ces equations implique immediatement I’autre). 
Appelons T I’espace des tenseurs de type torsion qui le verifient. II est U{n)- 
invariant. En effet, J n’est pas en general invariant par un element g G U{n) 
mais envoye par lui sur une autre structure presque complexe gJg~^ commutant 
avec Jq. C’est pourquoi, pour calculer T, on decompose I’espace des tenseurs de 
type torsion en chaque point en composantes irreductibles de la representation 
de U{n) puis on fixe une structure presque complexe J commutant avec Jq. Si 
une composante W a une intersection non nulle avec les sous-espaces propres 
de J correspondant aux valeurs propres 3i ou —3i, elle n’apparait pas dans 
la decomposition de T. Dans le cas contraire, si J n’a que les valeurs propres 
i et —i sur ffi, par invariance, c’est aussi le cas de toutes les autres struc¬ 
tures presque complexes obtenues a partir de J par conjugaison avec un certain 
g G U{n), c’est-a-dire appurtenant a la meme composante connexe de I’espace 
de twisteurs Z. Pour obtenir une condition d’integrabilite de J, il suffit par 
consequent de considerer une section J par composante connexe. Autrement, 
on pent chercher des conditions d’integrabilite partielle, en se restreignant a 
une sous-variete connexe de Z. Les conditions obtenues sont a priori differentes 
pour des composantes connexes distinctes, comme on va montrer que c’est le 
cas en dimension 8. 

^omme on a vu dans les preliminaires, il revient an meme de travailler avec T 
ou 5 = V —V. On choisit le second. C’est une section de A^(8)So(M) ~ A^(g)A^. 
Decomposons cet espace sous Taction de U(n). 

= (A^ ® [[A"’‘’l) © (A^ © 
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Le premier sous-espace se decompose comme en ([3l). Quant au second, il existe 
un sous-espace ?7(n)-invariant tel que 

^^1,1 ^y2,l ^Jj2 

Alors, en notant Uq la composante primitive de C/^, on obtient la decomposition 
en composantes irreductibles : 

® ~ A^ © lAg’^l © A^ © lUo^l 


Proposition 3.1. Si M est de dimension superieure a 10 , T 3A^. Si M est 
de dimension 6, T 3A^ © 

Demonstration. Soit J un endomorphisme de carre —1 commutant avec Jq. 
On diagonalise simultanement J et Jq en chaque point. Soient F le sous-fibre 
de T^M ou J coincide avec Jo, G le sous-fibre sur lequel il vaut —Jq. On a 
F (BG = T^M et meme 

= A^’V © A^’°G, = A°’V © A°’^G 

on X^ '^F est I’ensemble des formes de type (1,0) qui s’annulent sur G, etc. Une 
autre fagon de le dire est A^’°F = A^’° n 1^’°, ou 1^’° est I’espace des 1-formes 
de type (1,0) par rapport a J, A^’°G = A^'° n 1°’^, etc. On a done aussi 

ji.o ^ li’0 ^©lb0G 

= A^’V®A°’^G 

ou 1^’°F est comme on s’y attend I’ensemble des formes de type (1,0) par rapport 
a J qui s’annulent sur G, etc. 

Par la discussion precedente, les composantes de T sont celles qui ne ren- 
contrent pas ni {^^1°’^. 

(g)3li’0 = (g)3Ai’V©((g)2Ai’°F©A°’iG)®(Ai’V©(g)2A°’iG)©(g)3A°’iG 

Examinons premierement I’intersection de chaque terme avec A^ © A^’°. 

Le premier, a une intersection non reduite a {0} avec A^’° : A^’°F. 

Il a aussi une intersection non nulle avec qu’on pent noter U^F. 

Le deuxieme, {^^A^’°F © A°’^G, a une intersection non nulle avec Aq’^ : 
A^’°F © A°’^G. (Il est a noter que, comme F et G sont J-stables, orthogonaux, 
A^’°F © A°’^G a une intersection nulle avec A^’°. En effet, celui-ci est obtenu 
dans A^’^ en faisant le produit exterieur avec ui € A^’^F ® A^’^G.) 

Enfin les deux derniers sous-espaces A^’°F © (^ ^a^’^G et ^^X^’^G ont une 
intersection nulle avec A^ © A^’°. 

On precede de meme pour les composantes de A^ © A^’^ : le sous-fibre 
isomorphe a Aq’^ a une intersection non nulle avec . a^’°F © A°’^G, 

quant a Ug, il intersecte s^ivant cr^’^F © A°’^G. (NB : On note = 

A^'° © A°J. On voit par exemple que 
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Finalement il semble que tous les sous-espaces irreductibles de 0 A^, sauf 
ceux isomorphes a A^, rencontrent le sous-espace propre de J pour la valeur 
propre 3*. Cependant il faut voir que si les dimensions de F" ou G sont petites, 
certaines des intersections precedentes sont reduites a {0}. Ainsi, si F est de 
dimension 2 ou 4, = {0}. Mais alors, pourvu que M soit de dimension 

superieure a 10, G est de dimension superieure a 6 et rencontre s’il 

ne rencontre pas □ 

Corollaire 3.2. Soit {M,g,Jo) une variete presque hermitienne de dimension 
m = 2n. Une condition necessaire d’integrahilite de J est que M soit localement 
conformement kahlerienne en dimension superieure d 10 ou de type Wi 0 W 4 
en dimension 6 . 

Demonstration. Comme on le voit dans la decomposition la partie de S 
dans A^ 0 u(M)-^ ~ A^ 0 est fixe, egale a (5 = V — V. D’apres une 

remarque precedente, celle-ci |[5|), au lieu de Vw, peut servir a definir le type de 
la variete presque hermitienne. Les conditions imposees a T ou <5, proposition 
13.11 impliquent que les composantes suivant W 2 ~ [U^], W 3 ~ [Aq - ainsi 
que Wi ~ |A3'0], en dimension 6 - sont nulles. □ 

La particularite de la dimension 6 vient de ce que dimcF et dimcG sont 
toutes deux strictement inferieures a 6 pourvu que J ne soit pas egal a Jq, ni a 
son oppose. Alors, A^’°F, A°’^G sont de dimension 1 ou 2 et A^’°F, A°’^G sont 
reduits a {0}. En dimension 8, c’est encore le cas si dimcF = dimcG = 4, c’est 
a dire si J, Jq determinent la meme orientation de M. Appelons Zi le sous- 
fibre de Z engendre par ces sections, Z 2 le sous-fibre supplementaire. Comme 
on a vu, les composantes connexes de Z sont caracterisees par les dimensions 
des sous-espaces F, G. On en deduit que Z\ est connexe tandis que Z 2 a deux 
composantes connexes correspondant respectivement a dimcF = 2, dimcG = 6 
et dimcF = 6 , dimcG = 2. Si J est une section de Z 2 , un parmi A^’°F, A^’°G, 
selon les cas, n’est pas reduit a {0}. Par consequent, quel que soit le tenseur T 
de |A^’°]], il existe J £ Z 2 tel que T ne verifie pas ([9]). Ce qui nous interesse 
alors, en cette dimension, est moins le tenseur J de I’espace de twisteurs reduit 
que ses restrictions h Zi, Z 2 , notees Ji, J 2 - Pour une variete M de dimension 8 , 
on note Ti (resp. 7^) le sous-espace de I’espace des tenseurs de torsion abstraits 
dont les elements verifient ®, quelle que soit la section J de Zi (resp. Z 2 ). 
Autrement dit, 7i (resp. 7^) determine une condition necessaire d’integrabilite 
de Ji (resp. J 2 ). 

Proposition 3.3. En dimension 5, 71 ~ 3A^ © [[A^’°] mais F 2 — 3A^. 

Corollaire 3.4. Soit M une variete presque hermitienne de dimension 8 . La 
structure presque complexe J\ de Zi est integrable seulement si la variete est 
de type Wi © W 4 mais pour que J 2 soit integrable il faut que M soit localement 
conformement kahlerienne. 
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Aucun travail supplementaire n’est necessaire pour reduire ([7]), qui est iden- 
tique a a ceci pres que 77 vit dans le sous-espace de A^ (gi A^. 

On en deduit que deux connexions hermitiennes definissent la meme structure 
presque complexe de I’espace des twisteurs reduits si et seulement si leur diffe¬ 
rence est dans A^ 0 A^. On definit de cette fagon une relation d’equivalence sur 
les connexions hermitiennes de (M, g, Jq) de telle sorte que la construction de 
J sur I’espace de twisteurs reduits est une injection de I’ensemble des classes 
d’equivalence dans I’espace des structures presque complexes de Z. L’enonce 
suivant regroupe les deux resultats : 

Proposition 3.5. La structure presque cornplexe J de I’espace de twisteurs re- 
duit associee a une connexion hermitienne V ne peut etre integrahle que si cette 
derniere appartient a la meme classe d’equivalence que V, la connexion hermi¬ 
tienne canonique, i.e. V, V definissent la meme structure presque complexe sur 
Z. De plus la torsion de V doit etre une section de A^ ~ W 4 en dimension 
superieure a 8 ou de ® [A^’^] — Wi 0 W 4 en dimension 6. 

On est done fonde dans la suite (recherche de conditions sufhsantes) a s’in- 
teresser seulement a la connexion hermitienne canonique V. 

4 Conditions d’integrabilite 

On veut maintenant resoudre I’equation (fT(Tl) portant sur la courbure. Soit R 
la courbure de V. De meme que pour la torsion, T etait le plus gros sous-espace 
f7(n)-invariant tel qu’une structure presque complexe J commutant avec Jq, 
agissant sur les tenseurs de type torsion, n’y ait que les valeurs propres i et —i 
(jamais 3z ni —3z), de meme TZ, I’ensemble des tenseurs qui verifient (fTflll . est 
I’espace des tenseurs de courbure hermitienne abstraits, isomorphe a A^ 0 [A^’^], 
a I’exclusion des composantes irreductibles qui admettent ±4 j, comme valeur 
propre de J. 

On decompose A^ 0 sous Taction de U{n). 

0 A^’^ = (A^’° 0 A^’^) 0 (A°’^ 0 A^’^) 0 (A^’^ 0 A^’^) 

II existe un sous-espace tel que 

A^’i 0 A^’^ = A^’^ © 0 0 cr^’^ 


Chaque terme de cette somme se decompose encore en : 

~ Vo^ © aJ’^ 

cr^’^ ~ CTo’^ 0 Aq’^ 0 R 

On rappelle que Aq’® est definie comme la representation de C/(n) de poids 
dominant, dans les coordonnees standard, 

P Q 
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D’autre part, le poids dominant de tTg’"^ est {p,0,... ,0,—q). En particulier 
Aq’^ = ctq’^ est de poids dominant (1,0,0, —1) et de poids dominant 

(2,0,... ,0, —2), est le produit de Cartan de avec elle-meme. Maintenant, 
defini precedemment est la representation irreductible de poids dominant 
(2,0,..., —1). Enfin Vq est definie comme la representation irreductible de U (n) 
de poids dominant (2,0,..., 0, —1, —1). A noter que dans le produit symetrique 
il ne reste que 

A^’i © A^’^ = A^’^ © 

et dans la dimension qui nous interesse tout particulierement, la dimension 6 : 
[A^’^] © [A^’^] = 3[AJ’^] © 2R © lEgl]] © 

II existe aussi tel que 

A2^° © A^’^ = A^’^ © 

= Ag’^ © 2A2’° © Eg^ © 

ou Eg^ est la representation irreductible de poids dominant (2,1,0 ..., 0, —1). En 
dimension 6, en revenant aux espaces de representation reels : 

lA^'O] © [Ai’i] = [A^-Ol © lEg^l © 

Le sous-espace propre de J pour la valeur Ai dans est 

(g) 4ll.O = 0 4^1.0^ ^ ^ ^ ^ 

© (A^’V © (g) 3A^’^G) © (g) ^A^’^G 

Or, 

- 0 ^A^’°E n’a d’intersection non nulle qu’avec A^’°©A^’°. De meme 0 ^A°’^G 
ne nous interesse pas. 

- 0^A^’°F © A°’^G a une intersection non nulle avec Ag^ (egale a A^’°F © 
A°’^G) et avec (isomorphe a © A°’^G). 

- A^’°F © 0^A°’^G est le conjugue du precedent. 

- Enfin 0 ^A^’°F©0 ^A°’^G a une intersection non nulle avec Ag’^ (A^’°F© 
A°’^G), Yl (A^’V © crO'^G), yi et cr^’^ (ct^-Of © crO-^G). 

Par consequent les composantes qu’il faut eliminer sont [Ag’^], |Vq]], [<Tq’^], 
IVgl, IA^'^1, en dimension superieure a 10 et [Vj]], [o-g’^], [[Vg]], en dimension 

6 . 

Cependant, 

Proposition 4.1. Soit {M, g, J) une variete presque hermitienne de type Wi © 
IE 4 , de dimension 6. Les eomposantes dans |Vj] et |Vg] de la eourbure R de 
la eonnexion hermitienne eanonique V sont nulles. 

Demonstration. Pour le voir on decompose 

6 = ^ + ^ (12) 
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ou ^ et '(9 sont des sections de Wi et W 4 C respectivement. Des 

lors R est liee a la courbure riemannienne par 

Rx,Y = Rx,Y - xOy + (Vy^)x 

-(Vx'd)y + (Vyz9)x - 1^i9xY-SYX “ [^9x, 'iJy] (13) 

-iixY-iYX - 
~'^e.xY-(,YX - i^xY-^YX — 

Comme V est une connexion hermitienne, vit en tout point dans un espace 
isomorphe, comme espace de representation de U{n), a ; c’est aussi 

le cas des tenseurs aparaissant a la derniere ligne car W 4 — A^; les tenseurs 
aparaissant a la deuxieme ligne vivent dans un espace isomorphe a A^ (g) A^ ; 
enfin ceux aparaissant a la troisieme ligne vivent dans |A^’°] (g> |A^’°]]. Or cette 
equation permet de decomposer la courbure hermitienne (en utilisant le pro- 
jecteur b defini par la permutation circulaire sur les trois premieres variables) 
en 

R = Rq + Ri (14) 

ou Ro verifie I’identite de Bianchi, i.e. est un tenseur de type courbure kahle- 
rienne, et i?i ne depend que de b{R), autrement dit, puisque b{R) = 0, uni- 
quement des autres tenseurs aparaissant dans (H. L’ espace des tenseurs de 
courbure kahlerienne est 1C = [cTq’^] 0 [AJ’^] 0 R. Decomposons les autres es- 
paces de representation de U{n) en composantes irreductibles. 

Ai 0 Ai = [aJ4] 0 [[a2.0] 0 0 2R (15) 

A' ® 33 33 j^ 2 ,oj 

ou est la representation irreductible (complexe) de poids dominant ( 2 , 1 , 1 , 0 ,..., 0 ). 
En dimension 6 , |A‘*’°]] et [Aq’^]] n’aparaissent plus dans cette decomposition. 

Enfin, en dimension 6 , 

[[A^’°l 0 [A^’°l = |A ^’°]1 0 R 0 R 

Par consequent ces trois espaces, et /C, ont une intersection reduite a {0} avec 
[VJ! et IVgl. □ 

Par ailleurs seul R, dans m, a eventuellement une composante non nulle 
dans [<Tg’^] done la condition porte indifferemment sur la courbure hermitienne 
ou la courbure riemannienne. C’est ce qui autorise I’interpretation de O’Brian 
et Rawnsley dans |2l] en termes de tenseur de Bochner generalise tel que defini 
dans [28] pour la courbure riemannienne de toute variete presque hermitienne. 

Theoreme 4.2. Soit M une variete presque hermitienne de dimension 6 et 
V une connexion hermitienne. La structure presque complexe J de I’espace de 
twisteurs reduit associee a V est integrable si et seulement si les trois conditions 
suivantes sont satisfaites 

(i) definit la meme structure presque complexe sur Z que la connexion her¬ 
mitienne canonique V. 
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(ii) La variete est de type Wi 0 W 4 . 

(iii) Le tenseur de Boehner (ou la composante de R dans est nul. 

En particulier, 

Corollaire 4.3. L’unique variete strictement NK de dimension 6 , compacte, 
simplement connexe, telle que I’espace de twisteurs reduit est muni d’une struc¬ 
ture presque complexe J integrable est la sphere S'®. 

Demonstration. Une variete NK est une variete de type Wi dans la classifica¬ 
tion de Gray Hervella. De fagon equivalente Vuj ou <5 sont totalement antisyme- 
triques. Cela correspond a d = 0 dans (fT^ . En outre, la torsion de la connexion 
hermitienne canonique est parallele : 

VC = 0 , (16) 

comme demontre en toute generalite dans M- Des lors m se simplifie gran- 
dement. Soit (C^) le tenseur de ( 0 so(M) defini par (C^)x,y = ^^xY-^yX + 

R=R- ie) 

De plus, en dimension 6 , les varietes NK non kahleriennes admettent une reduc¬ 
tion naturelle a St/(3) associee a dw ou C (voir section 5). Alors ifTH)) implique 
que V est une connexion St7(3) et on pent decomposer R comme en (fl^ ou 
cette fois Rq G /C(su(3)) a les proprietes algebriques du tenseur de courbure 
d’une variete Calabi-Yau et Ri ne depend que de (C^)- Finalement 

R G © R 

Telle est la forme extremement simple de la courbure hermitienne mais aussi 
riemannienne d’une variete strictement NK de dimension 6 . 

R = R-P (C^) G [cr^’^] ©R 

On retrouve de cette fagon que les varietes NK non kahleriennes, comme les 
varietes de Calabi Yau en dimension 6 sont d’Einstein (voir m)- Maintenant, 
pour que J soit integrable il faut, par le theoreme l4.21 (iii), que la composante de 
la courbure dans [(Tq’^] soit nulle, c’est-a-dire que R soit le tenseur de courbure 
de la sphere. □ 

En dimension superieure a 10, (ii) est remplacee, conformement au corollaire 
[321 par : M est localement conformement kahlerienne c’est-a-dire, cette fois, C = 
0 dans jnD. Par consequent, compte-tenu de (fT5)l . la meme remarque precedant 
le theoreme 14.21 est valable, bien qu’on ne soit plus en dimension 6 . Comme en 
outre le tenseur de Boehner est un invariant conforme on a 

Theoreme 4.4. Soit M une variete presque hermitienne de dimension supe¬ 
rieure a 10. La structure presque complexe J de I’espace de twisteurs reduit, 
associe a une connexion hermitienne V est integrable si et seulement si 

(i) definit la meme structure presque complexe que V. 

(ii) M est localement conforme a une variete kahlerienne, Bochner-plate. 
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II s’agit du resultat obtenu par O’Brian et Rawnsley [24j. II reste valable en 
dimension 8 a condition de se restreindre a la sous-variete Zi de Z definie plus 
haut. 


Deuxieme partie 
5 Varietes de type Wi 0 W 4 

La question posee dans cette section est la suivante : toutes les les varietes 
de type Wi © W 4 , de dimension 6 , sont-elles localement conformes a des varietes 
NK ? Autrement dit, la forme de Lee 6 represente-t-elle toujours un changement 
conforme local, c’est-a-dire est-elle fermee (localement exacte) ? 

Commengons par etablir quelques notations. Soit {M,g,J) une variete pres- 
que hermitienne de dimension m = 2n. On appelle Wi, i = 1,2, 3,4 les com- 
posantes de Vw dans la decomposition m servant a definir la classification 
de Gray, Hervella. L’operateur de Bianchi (ou la permutation circulaire sur les 
trois variables) envoie © |A^’°] surjectivement sur I’espace des 3-formes 
et Vw sur dco. II est invariant sous Taction de U{n) et son noyau est W 2 par 
consequent : 


Wi © W 3 © W 4 ~ A3 ~ |a 3'0] © © Ai 

La derniere composante est plus precisement dans A^ Timage de Tapplication 
qui fait le produit exterieur des 1-formes avec uj. On propose d’appeler 0 la 
1 -forme apparaissant dans la decomposition de dtu. D’autre part, on note ip sa 
composante dans [A^’®]], de sorte que duj s’ecrit finalement : 

du! = Ip + + u! A 9 

En dimension 6 , la donnee d’une 3-forme de type (3,0) + (0,3), de norme constante, 
est equivalente a la donnee d’une 3-forme volume complexe determinant une re¬ 
duction de la variete presque hermitienne a S'C/(3), comme on va le voir bientot. 

Bien que Vw, 6 soient des tenseurs equivalents, pour notre probleme et du 
point de vue des representations, on prefere noter differemment, pour plus de 
clarte, leurs composantes dans la decomposition ([3]). Ainsi, la composante de 
6 dans le sous-fibre de A^ © u(M)^ isomorphe a [A^’®]] et correspondant a wi 
ou ip sera notee ^ et d, comme a la section precedente, la composante dans le 
sous-fibre isomorphe a A^, liee k W 4 ou 9 par 

Adx = X'’ A9- JX'’ A J9, (17) 

ou b designe T« isomorphisme musical » qui a un vecteur associe sa 1-forme 
duale par la metrique. (Notons egalement que Texpression ci-dessus identifie un 
endomorphisme antisymetrique de I’espace tangent idx et une 2-forme differen- 
tielle.) 


17 


La figure [T] resume les identifications qu’on pent faire entre les composantes 
de Vw, doj, S et du tenseur de Nijenhuis N (voir plus loin). Plus de details (no- 
tamment les isomorphismes ?7(n)-invariants qui sous-tendent ces identifications) 
sont donnes au chapitre 3 de la these [6|. 

Fig. 1 - Classes de Gray & Hervella 



Les varietes de type Wi © W 2 © W 4 sont caracterisees par 

du! = tjj + uj A 9 

et parmi celles-ci, les varietes de type Wi ® W 4 sont cedes ayant 

S = ^ + d (18) 

A titre de comparaison, les varietes de type W 2 © W 4 sont caracterisees par 

duj = uj A 9 

De cette derniere equation on tire, en differentiant 

0 = d^uj = u! Ad9 
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De la que, en dimension superieure a 6 , 0 est fermee (localement exacte) et les 
varietes de la classe W 2 © W 4 sont localement conformes a des varietes de type 
W 2 . En particulier Vuj € W 4 si et seulement si la variete est conformement 
kahlerienne, comme il est bien connu. En dimension 4 a contrario, toutes les 
varietes presque hermitiennes M sont de type W 2 © W 4 et M appartient a W 4 
si et seulement si la structure presque complexe est integrable. 

On donne maintenant la definition suivante : 

Definition 5.1. On appelle speciale une variete presque hermitienne telle que 
la norme de ip = est constante, egale a 1. 

On pent toujours supposer, pour notre probleme, qu’une variete de type 
Wi(BW 4 est speciale, localement sur un ouvert on ip ne s’annule pas, en effectuant 
un changement conforme approprie. En efFet, la classe Wi © W 4 est stable par 
changement conforme (voir El)- Soit / une fonction strictement positive definie 
sur un ouvert de M. Si on substitue g' = fg h g, la forme de Kaliler uj est 
remplacee par uj' = fuj telle que 

duj' = df A u! + fduj 

= (y+6*) Aw' + /i/^ 

Par consequent, 9 est remplacee par la 1-forme cohomologue 9' = 9 + ^ (en 
particulier 9 est fermee si et seulement si 9' Test), ip par ip' = fip et la norme 
de Ip par 

W\g' = f\^\g' = r^\^\g 

On pent done clioisir /, sur un ouvert ou ip ne s’annule pas, pour que la norme 
de Ip' = (duj')^’’^ par rapport a la nouvelle metrique soit constante egale a 1 . 

En fait on pent le supposer globalement. Plus precisement : 

Lemme 5.2. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

(i) Les varietes de type Wi(BW 4 , de dimension 6 , sont localement conformement 
NK. 

(a) Les varietes de type Wi © W 4 speciales de dimension 6 sont NK. 

Demonstration. D’apres ce qui precede, le changement conforme est determine 
par le rapport des normes de ip, ip'. Or les varietes NK non kahleriennes en 
dimension 6 sont de type constant, d’apres [Uj, e’est-a-dire ont Vw ou du; (qui 
dans ce cas est de type pur (3,0)+ (0,3), egale a ip) de norme constante non 
nulle. Des lors, si une variete de type Wi © W 4 est localement conforme a une 
variete NK, le changement conforme est donne par un multiple de / = En 
particulier une variete speciale de type Wi © W 4 est localement conformement 
NK si et seulement si elle est NK. 

Montrons (ii) => (i). Soit U I’ouvert de M ou ^ ne s’annule pas. La structure 
presque hermitienne sur U est conforme a une structure presque hermitienne 
speciale de type f+i © W 4 , e’est-a-dire, par (ii), NK. Autrement dit la forme 
de Kahler est exacte (9 = y) done fermee sur Lf. Mais d’autre part, sur le 
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complementaire de U, ip = 0 done la structure presque hermitienne est de type 
W 4 , duj = 9 A uj. Cela implique comme precedemment d0 — 0 sur tout ouvert de 
M\U. Finalement d9 est nulle sur tout M par continuite. □ 

Remarque. Ce dernier argument est presente de fagon a, peine differente dans 
I’article de Cleyton, Ivanov m- Les auteurs montrent en outre (lemma 8) qu’une 
variete Wi 0 W 4 (non localement conformement kdhlerienne) est localement 
conforme a une variete NK si et seulement si elle est globalement conforme a 
une variete NK. Ajoute au theoreme{^ cela signifie qu’il n’y a aucune difference 
entre la classe des varietes strictement NK et Wi(BW 4 \W 4 a une fonction pres f 
definie sur tout M. Les memes resultats sont valables, par en remplagant 

les varietes « nearly Kdhler » par les varietes presque paralleles G' 2 . 

On se restreint dans la suite aux varietes de type Wi © W 4 speciales de 
dimension 6 . L’interet est qu’on peut s’appuyer sur cette 3-forme ip qui ne 
s’annule jamais pour obtenir des restrictions sur la geometric de la variete, en 
s’inspirant des metliodes utilisees pour les varietes strictement NK. En premier 
lieu on dispose maintenant sur la variete d’une structure SU{3). 

Rappelons quelques proprietes algebriques des formes de type (3,0)©(0,3) 
en dimension 6 . Quelle que soit la 3-forme ip de type (3,0)0(0,3), il existe une 
unique (p G telle que 

'^ = Ip + ifp 

est de type (3,0). Si ip est de norme constante non nulle, 'I' est une 3-forme 
volume complexe, definissant une reduction de M a SU{3), et ip, (p forment une 
base orthogonale de |A^’°] pour le produit scalaire induit par la metrique. 

Lemme 5.3. 

(i) yX G TM, ixip = ijxp> 

(a) UJ A Lxip = —JX^ A Ip, et de meme pour <p. 

(Hi) Mr] € , r] Alp = Jt] A(p 

Une autre fagon de definir (p a partir de ip est 

(p = 4^1p (19) 

Pour une variete presque hermitienne speciale, on a done une structure 
SU{3) naturelle, compatible avec la structure 17(3), associee h ip = {dujff’°. 
Or dans ce cas, F. M. Cabrera a remarque dans [20] - et Salamon, Chiossi 
| 8 | ont montre que toute I’information pour la torsion intrinseque est conte- 
nue dans les differentielles de uj, ip, (p. En particulier, les composantes de 5 
ou Vo; dans Wi © W 2 sont determinees par la partie de type (2,2) de dip, 
d<p G A^. Plus precisement, [Aq est reduit a {0} en dimension 6 , par conse¬ 
quent [A^’^] ~ [A^’^] ~ [Aq ©M et il existe ni, mi G M et V2, 02 G [Aq telles 
que 

{dipY'‘^ = niuj Au! + U 2 Au! 

{depY'"^ = miU! A w 0 /12 A w 

Alors, 
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Proposition 5.4 (Salamon, Chiossi). Soit M une variete riemannienne munie 
d’une structure SU{3) definie par 

1) La composante de la torsion intrinseque dans Wi est totalement determinee 
par ni, mi c’est-a-dire wi — 0 si et seulement si ni = mi = 0. 

2) De meme la composante de S ou Vw suivant W 2 est totalement determinee 
par 1 ^ 2 , M 2 - 

Demonstration. Cela resulte premierement de raisons theoriques concernant les 
representations de SU{i). L’application qui an 1-jet de la structure U{3) (repre¬ 
sente par Vw ou la torsion intrinseque 6 ) associe le quadruplet {wi,W 2 ,W 3 , W 4 ) 
est une bijection. Les sous-espaces Wi et W 2 se decomposent sous Taction de 
SU{3) en 

VLi = K © R 
W 2 — su(3) © su(3) 

Au contraire W 3 , W4 sont toujours irreductibles (et aucun d’eux n’est isomorphe 
a R ni su(3)). On voit m, mi (resp. h' 2 , M 2 ) comme des applications de Tespace 
des 1-jets de structures S'C/(3) (faisant intervenir la decomposition en types 
de (i'0, d(j)) dans R (resp. ~ 5 u( 3 )). Maintenant Tespace des 1-jets de 

structures SU{3) est envoye surjectivement sur Tespace des 1-jets de structures 
1/(3) et par le lemme de Schur, toutes ces applications etant S'[/(3)-invariantes, 
on obtient le resultat annonce. 

Une autre fagon de le voir est la suivante. Soit a une forme differentielle de 
type (p, q). La partie de type {p — 1, q + 2) de da est donnee par le tenseur qui 
mesure le defaut d’integrabilite de la structure presque complexe c’est-a-dire N, 
le tenseur de Nijenhuis. Concretement si a G 

{da)°’^{X,Y) = da{X°\Y°’^) = -a([X°’\ 

D’ou, par H]) : 

{daf’\X,Y) = -a{N{X,Y)) 

Par la le tenseur N peut-etre vu comme un element de Hom{\^' , A^’ ) ~ 
A°’^ © A°’^, ou autrement dit le tenseur reel N vit dans un espace isomorphe a 
[A®’^ © A°’^]] ~ Wi © W 2 . On le decompose en consequence en 

N = Ni+N 2 (20) 

On etablit de meme une formule plus generale, pour toute forme de type {p, 0) 
mais aussi (p, 0 ) + ( 0 ,p) : 

{day-^-^ = N#a (21) 

ou # : (A^ © TM) X AP -I- Ap+^. Maintenant Ni est lie a u>i ou V’ et on pent 
montrer, quelle que soit a G |A^’°] : 

(da)^’^ = Ni^a + A^2i(f^a 

2 

= —-(</), a)a; A w + 7 A a; (22) 

O 
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ou 7 £ Eh prenant a egale a i/' ou ^ on obtient ainsi, puisqu’elles forment 

une base de |A^’°]] que A^i est entierement determine par ni, rfi\ et A ^2 est 
determine par r' 2 , /i 2 - D 

On a meme un resultat plus precis du fait que la structure SU (3) n’est pas 
quelconque mais que la 3-forme ip est issue de duj comme sa partie de type 
(3,0) + (0,3). 


Lemme 5.5. Pour une variete presque hermitienne speciale de dimension 6, 
ni = 0 c’est-a-dire 

(d'i/))2.2 = 1/2 A W, 

oil V 2 £ et mi est constante. 


Demonstration. On a directement, par (l22l) . ni 


— '^{(p,ip) = 0 et TOi = 

□ 


Proposition 5.6. Soit M une variete presque hermitienne de type Wi 0 W 4 
speciale de dimension 6. II existe cr £ telle que 


dip = a Alp 


(23) 


d(p = a A(p — -uj A uj 
o 


(24) 


Demonstration. D’abord par la proposition 15.41 puis le lemme 15.51 pour une 
variete presque hermitienne speciale, W 2 = 0 si et seulement si il existe cr et 
^ £ telles que 

dip = a Alp 
2 

dcp = i, A(p — —U! A ui 
o 

En effet en dimension 6 , |A^’°]] est de dimension 2 mais grace a I’equation (ii) 
du lemme lOl toute forme de type (3,1)0(1,3) est decomposable en le produit 
extfieur d’une parmi ip, (p avec une certaine 1-forme. Cela signifie que les appli¬ 
cations 


Ai ^ [[A^'il et Ai ^ 

rj 1 -^ T] Alp r] !—>■ rj Alp 

sont des isomorphismes. 

En outre ces 1-formes ne sont pas arbitraires : on pent calculer cr = (voir [ 6 ] , 
proposition 3.3.16). II s’agit en realite d’un fait plus general, qui concerne toutes 
les varietes SU (3) d’apres [ 8 ] : il existe une 1-forme <j telle que (dip)^'^ = a Aip 
et {d(p)^’^ = a A cp. □ 

On pent maintenant enoncer le 
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Theoreme 5.7. Soit M une variete de type Wi(BW 2 (BW 4 c’est-a-dire verifiant 

duj = tp + u! A 6 (25) 

Alors {dipY'"^ = 0 si et seulement si = 0 et si M est de dimension 6, 

W2 = 0, i.e. la variete est de type Wi 0 W4 si et seulement si elle est localement 
conformement NK. 

Demonstration. Le premier point resulte simplement de la differentiation de 
I’equation caracteristique (l25ll 

0 = d'tp + tljA6 + ujAd9 (26) 

La 4-forme uj AdO se scinde suivant les types en 

ujAd9 = u;A {d9f’° + lo A (99)^’^ 

Le dernier terme doit etre nul si dip est de type pur (3,l) + (li3). 

Pour prouver le deuxieme point on se ramene au cas des varietes speciales 
grace au lemme 15.21 Si W 2 = 0, par les lemmes 15.41 et 15.51 dip est de type 
(3,1)+(1,3) d’ou {d9)^’^ = 0 par ce qui precede et on se trouve dans la situation 
de la proposition 15.61 En differentiant I123|) on obtient premierement 

0 = d^ip = da Alp 

ce qui implique que da est de type (1,1) car I’application 

77 TJ A Ip 

est bijective (NB : en fin de compte, on a obtenu tons les isomorphismes de 
representations de SU{3) suivants : [[A^’^J ~ ~ [A^’°l — A®.) Mais alors on 

a aussi da Acp = 0 (il n’y a pas de forme de type (4,1)) et en differentiant (l24ll . 
en tenant compte de ip A uj = 0, 

4 

0 = —a A d(p —-duj A UJ 
o 

2 

= -a A UJ A UJ —-9 A UJ A UJ 
3 3 

2 

= 2 ~ A a; A w 

Par consequent 9 = ^a et d9 est de type (1,1) c’est-a-dire, finalement, nulle. 

Comme on a suppose que la variete etait speciale, on doit montrer que cela 
implique que 9 aussi est nulle. Or, (l26ll devient maintenant dip = 9 Aip et (l23ll . 
dip = 29 Alp d’ou 9 — 0. 

Reciproquement Gray et Hervella mi ont montre qu’une variete localement 
conformement NK est de type Wi 0 LPr- 
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Les equations (l23l) et (l24ll sont finalement les equations caracteristiques d’une 
variete strictement NK de dimension 6 obtenues par Reyes-Carrion [25] (voir 
aussi |IH|)- Toute variete presque hermitienne de type Wi © W 4 speciale de 
dimension 6 est strictement NK et par le lemmelOltoute variete de type Wi^W^ 
de dimension 6 est localement conforme a une variete NK. □ 

De ce theoreme et du corollaire SJ decoule le theoreme annonce [21 Mais 
c’est aussi une piece d’un probleme plus general. 


6 Varietes presque hermitiennes conformes 

Parmi les 16 classes de varietes presque hermitiennes 0jg/ Wi,I C {1, 2, 3,4} 
qu’ils definissent (voir definition ini), Gray et Hervella m ont remarque que 8 
- celles dont la definition comprend W 4 - sont invariantes conformes. En parti- 
culier, V/ C {1, 2, 3}, 0^^/ Wi © W 4 contient non seulement les varietes de de la 
classe plus petite 0^^/ Wi mais encore toutes les varietes localement conformes 
a des varietes de ce type. La question se pose alors si ces dernieres epuisent 
toute la classe. 

Par le theoreme 15.71 la reponse est positive en dimension 6 dans le cas de 
Wi(BW 4 . On a vu au debut de la section 5 que W 2 (BW 4 etait de meme constituee 
uniquement de varietes localement conformes a des varietes W 2 , c’est-a-dire 
presque kahleriennes ou symplectiques, et que W 4 ne contenait que les varietes 
localement conformement kahleriennes en dimension superieure a 6 . 

Au contraire il existe des varietes hermitiennes, c’est-a-dire de type W 3 © 1 P 4 , 
en dimension 6 , non localement conformes a des varietes W3. En effet soit M le 
produit d’une surface de Riemann S, de forme de Kahler ujq, et d’une variete 
hermitienne N de dimension 4 (une surface complexe) non LCK (c’est le cas 
generiquement.) La forme de Kahler uji de N verifie dwi = Q\ A wi, pour une 
1-forme Q\ non fermee par hypothese. Alors la forme de Kahler de M = S x N 
est Lo = LOo + LOi et on verifie que la forme de Lee est 0 = ^9i, de sorte que 
d0j^O. 

De plus on s’apprete a donner (voir corollaire 17.31) un resultat d’existence 
locale de varietes de type Wi © W 2 © W 4 de dimension 6 non issues de varietes 
semi-kahleriennes c’est-a-dire verifiant l|25D mais cette fois encore dO ^ 0. 

Afin de donner une formulation intrinseque de ces resultats, on considere des 
varietes presque hermitiennes conformes, au sens suivant. Soit M une variete de 
dimension m. On note pour tout entier k, et on appelle fibre des scalaires 
de poids k, le fibre associe de GL{M) : 

/:'= = GL(M)X|,,*|./. R, 

de sorte que s’identifie a M x K et © £* = Une structure conforme 
sur M est la donnee d’une classe conforme de metriques C ou bien encore d’une 
section c de S^(T*M) © telle que pour X £ TM, non nul, c{X,X) est 
strictement positif (i.e. s’ecrit I © I pour une section non nulle ^ de £). Le lien 
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entre les deux definitions est le suivant : tout choix d’une metrique g dans C 
correspond a une trivialisation ou une section I de C qui permette d’ecrire 

g = c®l^ 

La structure conforme c fournit les isomorphismes 

TM ® £2 ^1 ^ ^ £-2 

X X'^ ?7 I—> 77 * 

analogues des isomorphismes musicaux X 1 —> X'^ dans le cas rieman- 

nien. La compatibilite entre une metrique et une structure presque complexe, 
telle qu’elle definit une variete presque hermitienne, si elle a lieu pour une me¬ 
trique de C, a lieu pour toutes les metriques de la classe. C’est pourquoi on 
donne la definition suivante : 

Definition 6.1. On appelle variete presque hermitienne eonforme une variete 
M munie d’une structure conforme c et d’une structure presque complexe J 
compatibles c’est-d-dire satisfaisant 

yx, Y e TM, c{JX, JY) = c{X, Y) 

De fagon equivalente il existe une reduction du fibre des reperes a CU(ji), 
identifie canoniquement a x U (n). 

En I’absence de metrique, on ne dispose plus de connexion de Levi-Civita 
mais uniquement de connexions de Weyl. Soit D la derivee covariante d’une 
telle connexion : lineaire, sans torsion et preservant c. On considere DJ £ (g) 

co(M). En fait, VA £ TM, DxJ est antisymetrique (relativement a c ou a toute 
metrique de la classe conforme), c’est-a-dire appartient a so(M), bien defini 
meme en I’absence de metrique. De plus, en derivant = —Id, on obtient 
qu’il anticommute a J. Finalement on a comme avant DJ £ A^ g u(M)^, ou 
I’orthogonal est pris dans so{M). En restreignant la representation de CU(n) 
a U{n), on decompose ce fibre en composantes irreductibles en chaque point 
comme en ©. Maintenant, quel que soit i = 1,2, 3,4, Wi est invariant sous 
Taction de par consequent il s’agit de la decomposition irreductible de la 
representation de CU(n). On souhaite obtenir une classification qui ne depende 
pas de la connexion D. Soit D' une connexion de Weyl differente de D. On 
cherche a comparer DJ et D'J. Chaque connexion D, D' induit une connexion 
lineaire sur C, notee D, V. Reciproquement, on pent calculer D, D' a partir de 
T>, V par un analogue de la formule de Koszul : 

2c{DxYZ) = Vx{c{Y,Z))+Vy{c{X,Z))-Vz{c{X,Y)) 

Yc{z, [X, y]) - c(y, [A, z]) - c(x, [y, z]) 

On appelle r la 1-forme telle que, pour I £ C 

{Vx - V'x)l = 2 t{X)1 
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Alors 


(27) 


{D - D')xY = t{X)Y + t{Y)X - c(X, Y)t'^ 

Puis en identifiant so(n) et (g) 

[D - D')xJ = X’^ ^JT + JX’^ ^T (28) 

Par consequent les trois premieres composantes de DJ ne changent pas, lors- 
qu’on modifie la connexion de Weyl, mais seulement la quatrieme, a valeurs 
dans W 4 . C’est exactement ce qu’ont demontre Gray et Hervella en se restrei- 
gnant aux structures de Weyl fermees, c’est-a-dire coi'ncidant localement avec 
la connexion de Levi-Civita d’une metrique de C. D’ailleurs on pent toujours 
modifier D pour que la composante suivant W 4 soit nulle : 

Proposition et definition 6.2. Soit {M, c, J) une variete presque hermitienne 
conforme. II existe une unique connexion de Weyl, notee D'^, telle que la com¬ 
posante de D'^ J dans W 4 est nulle. On appelle cette connexion la connexion 
adaptee a J. 

Demonstration. En effet pour une connexion de Weyl quelconque D, il existe 
une 1-forme 77 telle que la composante dans W 4 de DJ s’ecrit (voir dni pour 
I’analogue riemannien) 

L{D) = JX^Ar^ + X^SJr] 


II sufHt alors de poser 

DiY = DxY - r]{X)Y - r^{Y)Z + c{X, Y)t^^ 

en s’inspirant de jSzl). □ 

La definition suivante ne depend pas du choix de D : 

Definition 6.3. Une variete presque hermitienne conforme {M, c, J) est dite 
de type W”, oil W — I C {1,2,3}, si pour toute connexion de Weyl 

D, DJ est une section de W © W 4 . 

Bien stir on a 

Proposition 6.4. Soient (M, c, J) une variete presque hermitienne conforme, 
g G C, la classe conforme definie par c. La variete presque hermitienne (M, g, J) 
est de type 0-^^ IPj © IL 4 et seulement si (Af, c,./) est de type * 

De plus. 

Definition 6.5. Une variete presque hermitienne conforme {M, c, J) est dite 
fermee (resp. exacte) si la connexion adaptee a J est fermee (resp. exacte) en 
tant que structure de Weyl. 
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Rappelons qu’une structure de Weyl D est dite fermee (resp. exacte) si pour 
une metrique g G C, la 1-forme rj, appelee forme de Lee de {D,g), qui mesure 
la difference avec la connexion de Levi-Civita comme en 1221) est fermee (resp. 
exacte). Cette definition ne depend pas du choix de la metrique dans C, en effet 
la forme de Lee de {D,g' = g) est egale & g' = g + df, cohomologue a 77 . 
Maintenant, pour la connexion adaptee a J, la forme de Lee de (D'’ ,g) est egale 
a ^0 c’est-a-dire (a un facteur pres) a la forme de Lee de la variete presque 
hermitienne {M,g,J). En effet par (flTll 

(V - D-^)J = L(V) = Aje + JX’^ A e) 

On pent alors reformuler le theoreme[l] 

Theoreme 6.6. Toute variete presque hermitienne conforme de dimension 6, 
de type Wf est fermee. 

Par une remarque precedente, on a le meme resultat pour les varietes de la 
classe W 2 , en dimension superieure a 6. Dans la section suivante on considere 
le cas des varietes presque hermitiennes conformes de type Wf 0 WJ • 

7 Varietes de type Wi 0 W 2 0 VF 4 

Soit V un espace vectoriel de dimension 6. Tout part de I’observation faite 
par Hitchin que la donnee de deux formes w ^ h?V* et ip € A^V* est sufEsante 
pour definir une action de SU{3) sur V (ou au niveau des varietes, la donnee 
de deux formes differentielles uj et ip sufEt a deEnir une reduction du Ebre des 
reperes a SU{3)) moyennant certaines conditions de regularite - pour chaque 
forme separement - et de compatibilite. C’est-a-dire que dans cette donnee et 
sous ces conditions est en fait incluse la donnee de I’endomorphisme J de carre -1 
(ou de la structure presque complexe) et du produit scalaire (ou de la metrique). 
Voici comment on s’y prend. 

Tout d’abord ip doit etre une 3-forme stable, plus precisement on demande 
que son stabilisateur soit isomorphe a SL{3,C) (induisant un isomorphisme 
V ~ C^). Pour caracteriser les 3-formes stables, Hitchin [18] deEnit une certaine 
quantite k : > (A®1A*)^ qui doit veriEer dans notre cas : 

k{iP) < 0 (rl) 

La 3-forme ip deEnit alors une structure presque complexe J par rapport a 
laquelle elle est de type (3,0) + (0,3). Des lors la premiere condition de compa¬ 
tibilite est que uj soit de type (1,1), ce qui equivaut a : 

UJ Alp = 0 (cl) 

Comme precedemment on associe a ip une 3-forme (p de fagon unique pour 
que ip+i(p soit de type (3,0). Une consequence de llrT]) est que ip est non-degeneree 
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c’est-a-dire que I’element de volume canoniquement associe a '0, /^(0) = 0 A0 G 
K^V* est non nul. On demande aussi que to soit non-degeneree : 

^(w) = u) f\u} f\uj ^ Q (r2) 

La deuxieme condition de compatibilite est que la forme bilineaire symetrique 
definie par J et w soit definie positive : 

{X,Y)^giX,Y)=u;iX,JY) >0 (c2) 

Enfin la derniere est que 0 soit de norme 1 pour g, ce qui dans le langage 
des formes s’ecrit : 

m(V’) = (c3) 

Proposition 7.1. L’ensemhle des couples verifiant les conditions de re- 

qularite ifrUl et ifrUl et la condition de compatibilite iTcHl est un ouvert non vide 
de A^V* X A^V* 

Demonstration. Cela resulte de la definition choisie par Hitchin d’une p-forme 
stable : I’orbite de 0 sous GL{V) est ouverte dans A^V* . En dimension 6, 
contient deux orbites ouvertes correspondant aK<0etK>0 (pour les details 
voir mm)- Quant aux deux autres conditions llr^ et (1^ . ce sont clairement 
des conditions « ouvertes ». □ 

Maintenant si M est une variete presque hermitienne, V = TxM, 0 est 
determine par le 1-jet de la forme de Kahler au point x (en fait seulement par 
ujx, dujx) de la fagon suivante. Soit 9uj la 1-forme telle que 


En effet 


g g /\uj Auj 

est un isomorphisme lorsque to est non degeneree. Alors on pose 


= duj — 9ui A oj 


Les equations rassemblees dans I’enonce de la proposition [7A] portent mainte¬ 
nant sur le 1-jet de u : quel que soit a; G M on appelle Ux C {J^A^)x^ I’ouvert 
des 1-jets j tels que w, tpuj satisfont les conditions de la proposition 17.11 

Theoreme 7.2. Soit M une variete de dimension 6 , x G M. A tout 1-jet 
j G Ux, on peut associer localement, sur un voisinage de x, une structure SU{3) 
telle que la structure U{3) sous-jacente est de type Wi © W 2 © W 4 . 
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Demonstration. Soit uj une 2-forme differentielle dont le 1-jet en x, {j^uj)x = j 
appartient a Ux- En un point y suffisamment proche de x, I’operation qui a 
une forme associe son 1-jet etant continue, {j^ui)y reste dans Uy. II existe un 
voisinage N de x tel que (wjV'w) verifient ([rl]), llr2ll . llc2l) en tout point de N. 
Elies verifient aussi llcT|) par definition de tpui, ■ 




Enfin pour que ((HI) soit verifiee il faut definir la structure SU{2>) plutot par 
(W,'!/’' = /V'u;) OU 


/ = 



Les equations (liTjl et (Ir2ll assurent que / est bien definie et que w, tp' continuent a 
verifier les conditions, en particulier ip' ne s’annule pas. Des lors, elles definissent 
une structure SU{3) au voisinage de x. En effet, f^ifip) = f^y{ip), pour toute 
fonction /, implique /i(V’0 = 

Maintenant la variete {N, g, J) est automatiquement de type Wi © W 2 © W 4 
par construction : 

dw = f~^ip' -\- 9^^ f\u! 

n’a pas de composante dans |Ag’^]. □ 


De plus, vue la liberte dans le clioix de w, on pent toujours demander que 
d9^ ^ 0 . 


Corollaire 7.3. II existe des varietes presque hermitiennes conformes de type 
Wi © W 2 non fermees. 


Conclusion 

La theorie des twisteurs rencontre les varietes NK a deux endroits au moins. 

Premierement Hitchin m a demontre que les seuls espaces de twisteurs 
au dessus de varietes de dimension 4, kahleriens sont <CP^ au dessus de et 
F^, I’espace des drapeaux de C^, au dessus de CP^, c’est-a-dire 2 parmi les 4 
seules varietes homogenes de dimension 6 admettant une structure SNK (voir 
IS!)- On obtient cette derniere a partir de la structure kahlerienne en faisant une 
homothetie et en changeant le signe de la structure presque complexe le long 
de la fibre, isomorphe a CP^. De plus, cette methode est generate pour obtenir 
des varietes SNK a partir de submersions riemanniennes dont I’espace total est 
kahlerien, comme a demontre Nagy dans [22]. II prouve ainsi I’existence d’une 
structure SNK sur I’espace de twisteurs d’une variete Kahler-quaternionique. 

Deuxiemement, par le theoreme[2l les seules varietes presque hermitiennes 
conformes de dimension 6 admettant un espace de twisteurs reduit complexe 
correspondent aux deux types de varietes NK de dimension 6 : les varietes kah- 
leriennes - pourvu qu’elles soient Bochner-plates -, et les variete SNK - en fait 
seulement munie de sa structure conforme standard et de la structure presque 
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complexe compatible issue des octonions. Au regard de la raison (traduire des 
problemes sur M dans des proprietes des structures holomorphes d’objets as- 
socies a Z, voir [Tj) qui fait s’interesser aux espaces de twisteurs complexes, ce 
resultat est juste preliminaire. 

Par exemple, en ce qui concerne S'®, etant conformement plate, elle admet 
aussi un espace de twisteurs classique. II s’agit de I’hypersurface quadrique de 
dimension 6 complexe Q+ (voir m)- Par consequent I’espace de twisteurs reduit 
Z est une sous-variete de cette derniere, qu’il faudra precisement decrire. 

En outre, on fait place a une observation de Berard-Bergery, Ochiai [2]. 
D’une importance cruciale dans la theorie des twisteurs en dimension 4 est la 
correspondance etablie en [T] entre les fibres holomorphes de I’espace de twis¬ 
teurs, holomorphiquement triviaux sur chaque fibre, et certains fibres appeles 
auto-duaux sur la base. Cela appelle une generalisation si possible, en suivant 
Slupinski m dans le cas riemannien. 

Enfin, une particularite de S'® parmi les varietes SNK de dimension 6 est 
qu’elle admet plusieurs structures presque complexes J compatibles avec une 
metrique donnee g telles que {S^,g, J) est NK. En lien aussi avec la theorie des 
spineurs de Killing, on pent esperer donner une expression naturelle de ce fait 
en termes de sections de I’espace de twisteurs. 
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